INDEPENDANCE ET INCOMPATIBILITE

Evénements incompatibles
Deux événements A et B sont incompatibles ssi A (B = .
Autrement dit, deux événements sont incompatibles s’ils ne peuvent se réaliser en méme temps.

»

exemple: On tire une carte au hasard d’un jeu de 52 cartes. Les événements A="obtenir un coeur ¥
et B="obtenir un pique #” sont bien incompatibles. Dés lors, P(A(\B) = 0

Axiome 3 : si deux événements A et B sont incompatibles, alors P(A | B) = P(A) + P(B)

exemple: On lance deux dés et on fait la somme des points obtenus. Soit A I’événement “obtenir une
somme égale a 12” et B I'’événement “obtenir une somme égale a 3”.

1
PA) = _6 une seule maniére d’obtenir 12: (6,6)
3

2
P(B) = _6 ici, deux manieres: (1, 2) et (2, 1)
3

De maniere évidente, les deux événements sont incompatibles - la somme ne peut valoir a la fois 12 et

3..
Pour calculer P(A | B), on utilise I'axiome 3.

1 2 3 1
PAUB)=PA)+PB)= —+—=—= —
36 3

remarque: deux événements contraires sont forcément incompatibles
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Evénements indépendants

Deux événements A et B sont indépendants ssi P(A () B) = P(A) . P(B).

Autrement dit, deux événements sont indépendants si la réalisation de I'un ne dépend pas de la

réalisation de l'autre.

exemple: On tire une carte au hasard d’'un jeu de 52 cartes. Les événements A="obtenir un coeur ¥”
et B="obtenir un as” sont-ils indépendants? A votre avis...?

Calculons la probabilité des deux événements.

1
P(A) = = puisqu’il y a 13 coeurs dans le jeu de 52 cartes;
52

P(B) = G puisqu’il y a 4 as dans le jeu de 52 cartes.
52

Calculons maintenant la probabilité de l'intersection. A () B est 'événement “obtenir un coeur et
obtenir un as”, autrement dit “obtenir l'as de coeur”. Il n’y a qu’'un seul as de coeur dans le jeu donc
A

1
(V) PAANB) = —
QQ‘ (A B) o2

Pour vérifier si les événements sont indépendants, vérifions la définition:
P(ANB) = PA). P(B)

1 13 4
52 52 52
1 1
52 52

Donc oui, ils sont bien indépendants!

Pour comprendre de maniére intuitive, posez-vous la question “je tire une carte; si on me dit que j'ai
tiré un coeur, est-ce que du coup j’ai plus de chances (ou moins) d’avoir tiré un as ?” Non car il y a un
as de coeur sur 13 coeurs (1/13), ce qui est la méme proportion que d’as dans le jeu complet (4/52).
De méme, si l'on me dit que jai tiré un as, ai-je plus de chances (ou moins) d’avoir tiré un coeur ?
Non car il y a autant d’as de coeur que de pique, carreau ou trefle.

En traduisant en formule, on peut aussi dire que P(A | B) = P(A) et P(B|A) = P(B)

Et si, en essayant de tricher, on ajoutait un deuxieme as de coeur au jeu... ?*
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UN DE EST LANCE SIX FOIS. QUELLE EST LA PROBABILITE D’OBTENIR LE SIX LORS

DU 1ER LANCER OU LORS DU 6EME LANCER?

Soit A = "obtenir 6 au 1er lancer" et B = "obtenir 6 au 6éme lancer"
On cherche P(A | B). Comme A et B ne sont pas incompatibles, on a
PA|JB)=PA)+PB)-PANB

1
PA) = g = P(B) de manieére évidente.

Le résultat du 6eme lancer étant indépendant du 1er lancer, on a aussi
1 1 1
PA B)=PA).PB)=— —=—
(A B) = P(A).P(B) 6 6 36
. 1 1 1 11
et on obtient PA\UB) = PA)+ PB)-PANB) = —+—— — = —
6 6 36 36

On pourrait aussi formuler le probléme autrement en recherchant I'événement contraire: pour ne pas
obtenir 6 au 1er lancer ou au 6eme lancer, il faudrait n’obtenir 6 ni au premier lancer ni au 6éme
lancer.

Cest-a-dire que (A | B)° = A° (N B¢, donc ne pas obtenir 6 au 1er lancer et ne pas obtenir 6 au 6éme
lancer.

PAUB) =1-(AUB)®=1-PA°N B

A€ et BC étant indépendants, on a

P(AUB) =1-P(A° (N BS) = 1- P(A®).P(BS) = 1 - g u

== méme résultat! (c’est rassurant..)
3

o |

On peut aussi décomposer le probleme en événements incompatibles: obtenir A ou B, c’est obtenir (A
sans B) ou (B sans A) ou (A avec B)

ce qui donne
P(AUB) =P(A\B)+P(B\A)+PANB) = P(AN B)+PA°N B)+P(A B)

15 51 1 1 11
PAUB=— 2+2 —+= —= —
6 6 6 6 6 6 36
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DANS UN PAQUET DE 52 CARTES BIEN MELANGEES, QUELLE EST LA PROBABILITE

QUE LA CARTE DU DESSUS SOIT L’AS DE PIQUE OU QUE LA CARTE DU DESSOUS SOIT
L’AS DE PIQUE ?

Soit A = "la carte du dessus est 1'as de pique" et B = “la carte du dessous est I’as de pique”

On demande de calculer P(A | B).

A et B sont incompatibles, I’as de pique ne peut étre au dessus et au dessous du paquet. Donc
PA\UB)=PA)+PB) Axiome 3 )

PAUB) = PA)+PB) = —+ — = =
52 52 52

De plus, A et B sont clairement dépendants puisque si I’as de pique est au dessus du paquet, il ne
peut pas étre au dessous! Ce qui rend moins facile le calcul de I'événement contraire. Essayons quand

meme..
P(AUB) =1-P(A°NB°) = 1- P(A°). P(B°| A)

1
P(AC) = 2—2, c’est la probabilité que 'as de pique ne soit pas au dessus du paquet.

Et P(BC |Ac) ? C’est la probabilité que I’as de pique soit au dessous du paquet sachant qu’il n’est pas

au dessus. Dong, s’il n’est pas au dessus, il peut étre a n'importe quelle des 51 autres positions et la

e s e . 50
probabilité qu'il ne soit pas au dessous est P(B®|A€) = —.

51
Finalement, on obtient P (AU B) = 1-P(A° (N B¢) = 1- P(A®). P(B|A®) = 1- 3 B _=
52 51 52




